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SiAOI là alors
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et pour 11 à11 1 on awa
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Donc D IlAu l 0 1 i en



on renumérote les valeurs propres dans
l'ordre décroissant

71 72 7m70

Or On avec Ti VI 1 i n

On a 51 52 On 0

Comme 7 l'Avi 112 où vi est un vecteurpeupre
associé à Ii valeur propre
de ATA on

G 11Avill
Donc les valeurs singulières de A sont les longueurs
des vecteurs Avi Avi

A ATA 9 9
7 40 18

71 18 0 et les valeurs singulières de A
72 0 sont En Vis 3E etre 0

Ker ATA 18 Ie Span 411 Vi Ifm
Kee ATA Span4 1 3 V2

Avi 11fr 1 Avi 312 01

Avi Avill 0 52



Avi Aut est une baseorthogonale
de Im A et rang A

r

Preuve Soit Ki jer
vi Vj 0 Donc Avi Aj Avi Aj
VÎTATAVj 7g vitVj 7 vi j 0

Donc Avi Avr est une famille orthogonale
Pow
à

par hypothèse

Donc et donc Avi Ô

Avi Aui sont lin indépendants appartenant
a Tn A

w̅ EJM A Alors w̅ Ax ̅ pour un x ̅ ER

x ̅ peut s'écrire à Ê ai vi
w̅ Aà A Ê Xiii ÊαiAÛ Ê XiAvi
car les valeurs sing Xi avec isr sont

supposées nulles

Donc w̅ E Span Avi Avi



Pratiquement pour estimer lerang d'une
matrice de grande taille on compte les
valeurs Sing non nulles Onconsidère comme
nulles les valeurs propres trèspetitespouréviter
lesproblèmes d'arrondi

Σ 1 8 5mn
où DeMar IR est En
diagonale avec les
valeurssingulières 61 Tr 0 non nulles sur
la diagonale

La décomposition SUD de A n'est pas
unique mais Σ l'est

Soit v7 V5 une base orthonormée de R

formée de vecteurspropres de ATA Le

th 76 affine que
Avi Aut est une base orthogonale
de Im A r rang A1

Soit lié foiAÛ
A

G
fier

donc Avi Gini



Oncomplète ensuite en une base orthonormée de 112

ein tér lires tem

et on pose U ein Im Mmxm R

Uest unematriceorthogonale Onpose aussi

lui v5 baseorthonormée formée desvecteurs

propres de ATA

V est aussi une matriceorthogonale VEMaxn R

AV Avi Ain hein Trier

Définissons Σ D J

or sur la diagf.ame
1m

YDdiasonaleavecmYm
xn 15n1Fuier AV Comme Vest orte

on a donc AYIEUEVT
A r 3E

Les acteurs propres correspondantssont

i
IlAvill 312 11Avid O

Comme Usera 3 3 on doit compléter Avi en
Une base orthogonale de IR

u t
On search uretais avec

çà etmêlés O

x ̅ avec x ̅ à 0 satisfait E f O

x 29 27 0 pour ui ettez



Prenons ni IÉ
à t 1

Comme Mile 0 on applique G'S sur U2 le

d'où es 1
EE EE

L 45 136 F
v t EE E

DE Mix RΣ
D 13k

A UI VT
Onappelle tés lim les vecteurs singuliers
à gauche et lui vin
à droite

7.5 Caractérisation desmatrices inversibles et
pseudo inverse

ein tir est une base orthonormée de Im A

Comme In A Ken AT th 59

Urti Im est une baseorthonormée de Ken AT

Il Avill Gi pour 1 i Tn et Ji O pour isr

VÀ V7 engendrent un SEV de Ken A de clim

égale à n r

Par la tl du rang clinker A n rang Al n r



vit Un est une base orthonormée de Kes A

the59

Kersal Incait
Ign A

ui Yr est une base
KeelA

t
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pp

badeSont dganae

Ignatf
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Th 78 Soit A Main R Lespropriétés suivantes

sont écuivalentes
1 A est inversible
12 In A1 40
3 Uee A IRM
4 Lgn A 112

15 A admet n valeurs singulières non nulles

Ecrivons la décomposition SVD par blocs pour AEMmx_ R

A VIVᵗ avec Σ

lunum.nl 1 YE



U D V5 décomposition en valeurs

singulières réduite de A

Les coeff diagonaux de D sont non nuls D est

inversible On définit

At Vr D'UE
qui est appelée pseudo inverse de A

AAt UrDurᵗ V D'Urt

UrDEIr D U
T U DD Ur

Un T

Lien avec lesmoindrescarrés
Ax ̅ 5

Posons à At5 On a alors

A à A A 5 UrUr 5

UrUr est la projection orthogonale de 5 sur In A

th 66 car lui ut est une baseorthonormée de SMHI

m̂ est solution au sens desmoindrescarrés de A x ̅ 5


