7.4 Décomposition en valeurs singuliéres (‘S VD )

Dans le cas plus général des matrices rectangulaires A € M,.n(R),
il n’existe pas de décomposition A = PDP~! avec P inversible et D
diagonale. Mais on peut factoriser A ?y

A=UzvT
R C
ol X est diagonale par blocs et U et V sont orthogonales. U eRnxm (B)
Ve Moxa (R)
Valeurs singuliéres Z ¢ Mmxn( TE)

Soit A € My,«,,(R) une matrice symétrique. La valeur absolue des valeurs
propres de A mesure la fagcon dont A étire ou comprime les vecteurs

propres : Sc Ax = Ax olors

MAK () = IXC = 21N
el pon lxXll=4, on aawa

NAZI= [A] ?
n> A € Mpnq () A R petemcaation
‘h N de valewr mox.
< tigas -G > ek ma,
W Te g
da nocme 4 C Raxa
Soit A € M,,«,(R) une matrice rectangulaire. On sait que ATA est
symétrique, donc diagonalisable en base orthogonale. Par conséquent,

il existe une base (77,...,0,) orthonormale de R" formée de vecteurs
propres de AT A.
Soient Ai...., A\, les valeurs propres correspondantes. Il se peut qu’on

ait A\; = \; pour certaines valeurs de 7 et de j.
On a -
ATA Ve < Qe Ve

2 T
| AV AV - AV = (Av;) (AG:)

< (VTAT) (A - .7 ATAG
= N ':T‘;: e A Vi-v o= AL
N_
=4
donc . - [ AGIR=0 Vigien
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Définition 72 (valeurs singuliéres).
Soit A € M,,«n(R) une matrice. Les valeurs singulieres de A sont les
racines des valeurs propres de AT A. On les note

6'4,...}6',, avec Oc= v2: YLcceEn

On o (\_49,0-22 aano.
Remarques
Comme D: = NAVL [[2 ots Ve et wn veckews peopre
astocie o Di , valew prope
Q. ATA, 0a
QO: - AT

Doc. Lon valewss s;naueic?fes de A swt Cey Lonouews
den vechtewrs AL, . Atn.

Exemple A- (—42 ’é ) A'I—A__ (3 "3>

2 -2 3 9
2=1¥ 20 eb @ volews s;nauezéoe/s de A
)2_ =0 So(\{- G.A s 'ﬂ—g = 3"(‘;1 e.erzS 0.
i 4 - 4/4-'
Ker (ATA-43T,) - span 5[—4)6 » Ve (-4/‘;2)

L (ATA) = span §(3)3 -~ . (w)

-4 4 TS { i
A (2 E)(ER)-2(2) wasn-saz- o

lf,’} l(A‘TzH-Oe (2

o

n

Avj
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Théoréme 76. Soit A € My«n(R) une matrice et (0y,...,7,) une
base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres de ATA. Soient
A > - >N\, >0 les valeurs propres correspondantes. Supposons que
A posséde r valeurs singulieres non nulles. Alors

(A, ... AiL) et tee base ortlogonate
de In(A) el rany (A)=r.

?“‘*_“‘ Sect e i#fer
-7 = O . Dooc Al AT, = (AR Ao\‘j
s -:T A -' = . -'.T..a . . -..—? ='O
= V(. A A VJ = ‘)d VL VJ {AJ V" Vd

Donce (A7, .. , AU ) eol wae Pomille Orkekoaoaaee.
- Pour dtcer , Oa oo De# O po k«,poe&e&.
Done Il AVt =Gc #0 el Qone AV; #0 .
= AL, -, A set Q. cade’peactaant s apportenant
o Jm CA)
. Gd'eﬁm(A-), ACors =A': pocy en ¢ €.

W
aE,' peu.é 3le'ccirc_ 9?, 2 o

()S: A£= A(Z;A(,.\Z)

(9}

{ca

At ZD(AV

Lcﬁ

cow Len valews 3:n§- N awec C>r Soat

ll MJ (‘<l

Supposdes aullen.

rDOnQ w €& Span 7A\7,’,, ,A\'I;S

195



Remarque r?ro.'(LQue.men‘E ;oW eslcmecr l:.ro.q d,'(me.

matrice oo ganoe taille , on compte Leo

taleusS Scng. hon nallel . On Consiolele COmme

acdlen Len valews s propre’ &Espelite s pow cuite,

Lr poblemes A'asrencl:.
Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

Théoréme 77. Soit A € M,,.,(R) une matrice de rang r. 1l existe une

matrice X € Mp,«n(R) diagonale par blocs, une matrice U € My xpm(R)
orthogonale et V € M, x,,(R) orthogonale telles que

A=UxV".
De plus, 33 est de la forme 2— _ (r\-‘) O 3,..
O'0 >J m-r
o Vel (m)est o

Ao Oom&e, asee Len

velewss scaquleeren Ga 2 --- (¢ 20 non nellen S
la dictacz\o_ee.

Remarque LQ. &QICOM'OS.}“&'OQ SV:_D de A u‘m(. )
UaiGue , ma: S S pVent.

. I
Preuve 5061-, (V.,,.../ V,,) wae Lase octCooormee e lC

*dm.c'c de vecteurs propaes de ATA . le
£8.26 affime Gue

( A‘Z. Ry AV?) wé ae bo.Sn or E&ojMQQQ—

Qe 3MCA) (r: ro.na CA))‘

St . A AT . AR (1cicr)

Il Ad i q:
(donc AV - Gt ).
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On O_OMpeszC. e-nsu.:,LG- en srne bose Or-l—,eu)nortu.e'¢ de ]P,m;

(u-'nl._. }z() -’i"‘rq,... ﬁ‘n)

) J

eb on pore U [t tln) ¢ N, (R).

O esk wne matrice OrE&oao,\e,Qe, . On pore awuss:

\/-. (.U.: oo n V-’;) (bO—St Ot‘eeLor\auu.c'e fw,u.e_'e des OQO{C.UJS
propres de ATA).

V 2! auwss: une matice cv{-etb‘goflcce.e , vV Gann Cﬂ?’)

AV = (A\I: AV-;\) = (Tadla ... Crutr O...O) .

n-r
De'f:n‘.ssons 2— = (%Iﬁ)i' auec ‘:,) &cqsopqﬁe G.oec

0—4,..’ cf S Q—-& OQA.QéonQ_QQ,

UZ = (()-4.164 .- (l-}ﬁr ... °)= Av_ CQV\M Vet orth.

Mrn  MxA —— > —
- " o oadee AW UTVT
Exemple 4 -4 Tn
A" (-Z 2 ) 6-4 = .&G
2 -z V2:0
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- 1143 - 1/
Vo (-4/-{;) eb Vo (”V;

IAG I = 37 WAV, W= O
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2.5 Cawctesafion den malicce, cavedcbleqy ef

psesadlo - invense

(.LI,.,..., Ll—,:) sl uine boue octConumee de ij_[A)
Comme  Jm(A) < UeCAT) (£..59)

c T
(v, - (f,l) b wrne bose ort@onsaee o e (A )

IlAﬂ-lI: G: powr 4 < ¢<¢Tn el Q=0 pow isr,

-y

5 V SEV de Wen (A) de dim.
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. 0D vrT ( decompes:lion en valecrs
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